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Resume-On a present6 et exploit6 anterieurement une mtthode analytique qui generaike la mbthode de 
Fourier par separation des variables, dans le cas des murs composites. Recherchant une explication & partir de 
concepts physiques, on fait apparaitre une signification nouvelle du nombre de Biot, en r&me variable, 
comme la racine carrte du rapport de deux constantes de temps, et on bclaire le r8le de I’effusiviti thermique, 

&PC). 

1. INTRODUCTION 

LA MlkHODE classique des variables siparees applicable 
au cas de la conduction thermique variable dans un mur 
homogene peut itre aisement generalisee 11 un mur 
compose de plusieurs couches a proprietis thermo- 
physiques constantes El]. Elle a ete appliquee au cas 
des parois composites des fours intermittents [2] et au 
cas des fours de cuisson d’anodes en graphite [3,4]. 

L’avantage de l’approche dtcrite dans les publi- 
cations precitees est de rtduire la part du traitement 
numerique par ordinateur a la seule recherche des 
valeurs propres, le reste de la solution Ctant purement 
analytique. Un autre avantage est l’utilisation de la 
matrice caract~ristique 2 x 2 de chaque tranche, de telle 
sorte que la matrice caracteristique du mur composite 
reste de dimension 2 x 2 quel que soit le nombre de 
tranches. Contrairement a [S, 63, pour le calcul des 
valeurs propres, la dimension de la matrice ne croit pas 
iorsque le nombre de tranches augmente. Par contre, la 
methode de separation des variables ne peut 
representer correctement le phenomene de conduction 
a un instant proche du d~clan~hement du regime 
variable sans recourir B un nombre ileve de valeurs 
propres. Mais il faut convenir qu’il n’y a pas de methode 
sans sujetion particuliere et qu’ici l’ordinateur n’a 
aucune peine & calculer plusieurs centaines de valeurs 
propres, s’il le faut, pres de l’instant initial. 

Apres un bref rappel de la methode, il sera montre 
que le nombre de Biot possede une signification autre 
que celle qui lui est assignee usuellement. On montre 
alors que pour un mur unique homogene, il n’est pas 
justifie d’admettre que la resistance thermique puisse 
Btre supposee nulle lorsque la capacite thermique reste 
finie. Ce nouvel eclairage pet-met de dormer une 
interpretation physique de la procedure suivie dans le 
cas dun mur composite et on propose une mise sous 
forme adimensionnelle logique de l’equation de base et 
done des matrices caracteristiques des tranches. Dans 
ce texte, on voit le role particulier que joue ~effusivit~ 
thermique b’ du materiau de chaque tranche, a cot& 
de la diffusivite a’. 

2. RAPPEL DE LA METHODE DE FOURIER 

GENERALSEE 

Dans un mur compose de n tranches contigub (Fig. 
1) chaque tranche est caracterisee par les grandeurs 
suivantes: epaisseur e:, masse voiumique pi, con- 
ductivite 2: et capacite massique ci. Les conductances 
surfaciques des faces extremes sont h; sur la premiere 
face et hk sur l’autre. 

L’equation indifinie de la chaleur dans la tranche i 

s’ecrit : 
aT! PT! 
-.2=&L. 
at! , ax!2 (1) 

Ne detailions pas ce qui a deja 6t6 Ccrit en [l-3]. 
Rappelons que la condition initiale est don&e: 
Tf(xi,O) = Ty(xf). D’autre part les conditions aux 
interfaces sont l’tgalitt des temperatures et celle des 
flux. 

La temperature dans la tranche i est recherchie sous 
la forme : 

(2) 

avec, en variables reduites xi et t 

(3) 

FIG. 1 
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NOMENCLATURE 

af diffusivite thermique de la tranche i Symboles grecs 

A:*, Bik coefficients de developpement sur une Bf groupement dimensionne, equation 
base de fonctions propres, equation (3) (4), Jo’, K/e; 

b; effusivitt du materiau de la tranche i, Bi groupement adimensionne1, ~~~~ 
&c;p;) = Q t Ir, 

9ik~ i ik elements dimensionnb du produit, 
& effusivite du materiau de la tranche limite a i, des matrices 

transposee i caracteristiques des tranches 
Bi nombre de Biot oi temperature reduite 
c; chaleur massique de la tranche i n; conductivite thermique de la 
c; capacite thermique de la tranche i, tranche i 

, ,I r 
Piciei 2 conductivite thermique de la tranche 

ei ipaisseur de la tranche i i Cquivalente, (a;/ui)“‘& 
E; Cpaisseur transposee de la tranche i pk valeur propre (sans dimension) 

equivalente, (a;/a~)“*e~ Pi masse volumique de la tranche i 

h;, h:, conductances surfaciques sur les faces 7, constante de temps interne, ef2/a’ 
extremes 7, constante de temps a la surface, 

H conductance interne du mur (F/w)2 
composite, l/C (ei/&) (D: densite de flux dans la tranche i, 

RI resistance thermique de la tranche i, equation (4) 
e:/& @i densite de flux rtduite, - fli(8@,/~xi) 

f, t temps reel et temps reduit, E = a;t’/e;* Xik, lik elements adimensionnels du produit, 
T;(x:, t’) tenlp~rature au point xi de la tranche limite a i, des matrices 

i, ri I’instant t’ caracteristiques des tranches. 

T’, ,r T’,” temperatures ambiante loin des 
faces extremes Indices 

Xi abscisse dans la tranche i 

xi abscisse reduite, xf/& L 
relatif a une tranche 
relatif a la valeur propre de rang k. 

Les Aik et Bik doivent verifier la condition initiale. I1 faut noter que dans (6), on ne considere qu’un mur 
Le flux thermique associe est Bvidemment : compose de n tranches : la matrice caracteristique du 

@&(I~, t) = &?: e-“:’ [A& sin t&xi)- Bik cos &xi)]. 
mur est le produit des matrices caracteristiques des 
tranches, Mais ii n’y a aucune difficult& pour tenir 

(4) compte dune resistance de contact R’ (m’ K W - ‘) aux 

Les conditions de raccordement aux interfaces 
interfaces en introduisant, au bon endroit, la matrice 

conduisent a : 

avec 

<ik dk i%c] = ilk xik 
[ 1 

sin bkej) 
cLkp; . 

cos bkej) 1 
Le respect des conditions aux limites exige : 

hhfi”,k - h&k) = i:k- h;h,k* 

(8) 

Par contre, la mtthode n’est pas compatible avec 
I’introduction d’une tranche dont la resistance 
thermique serait nulle mais a capacite thermique finie. 
I1 sera montri qu’une telle hypothese conduit Q 
supposer que le materiau constitutif de la tranche 
posdderait une effusivite thermique infinie et qu’elle 
nest pas realiste. La justification est faeilitie par une 

(6) nouvelle interpretation du nombre de Biot. 

3. SIGNIFICATION NOUVELLE DU 

NOMBRE DE BIOT 

(7) La propagation dans une ligne electrique sans self, a 
Cette relation (7) permet de calcuier, par utilisation capacite et resistance uniform~ment reparties, est 

de l’ordinateur, la suite des valeurs propres pk. Mis a conditionnee pardeux groupements particuliers R’C’et 
part cette sequence, la methode de resolution est R’/C’. En exploitant I’analogie entre conduction 
entitrement analytique comme dans le cas dun mur Clectrique et conduction thermique, on peut dire qu’il 
unique homogbne. en est de meme dans le cas d’un mur homogene pour 
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lequel R’ = e’/Z est la resistance thermique et C 
= p’c’e’ est la capacite thermique, tomes deux 

rapportees a l’unite de surface de mur (m’). 
Or on constate que 

R’C’ = er2/a’ et R’/C = l/b12. (10) 

Le premier groupement n’est autre que la constante 
de temps sur laquelle est construit Ie temps reduit 
(appele encore nombre de Fourier). 11 n’y a rien de 
nouveau sur ce point. D’autre part-et ceci est inedit- 
l’effuusivite thermique apparait comme la racine carree du 
rapport de la capacite a la resistance thermique du mur 
homogdne : 

b’ = J(c’IR’). 

Dire qu’un mur posdde une grande effusivite 
thermique c’est dire que le rapport de la capacite a la 
resistance est Cleve. 

A partir de cette remarque il est possible, prenant 
comme variables caracttristiques du materiau la 
diffusivite a’ et l’effusivite b’, de faire apparaitre une 
autre signification du nombre de Biot, dans le cas de la 

conduction en regime variable : 

Bi = h’e’ll’ = (e’/ Ja’)/(b’/h’). 

Ainsi le nombre de Biot est la racine car&e de deux 
constantes de temps 

Bi = JU,) 

oti 7, = ef2/a’ est la constante de temps interne classique 
et oh 7, = (b’/h’)2 est une constante de temps qui 
caracterise le phtnomene thermique a la surface du 
mur. Cette constante de temps rs est grande si la 
conductance h’ est faible par rapport a l’effusivite du 
materiau, propriete qui est, rappelons le, independante 
de l’tpaisseur du mur. La temperature imposee sur une 
face (h’ infiniment grand) est interpretable par la 

constante de temps 7s nulle. 
Selon l’image classique de la conduction en regime 

permanent, Bi trb petit signifie que la conductance 

surfacique est tres faible par rapport a la conductance 
interne. Cela signifie aussi en conduction variable, que 
la constante de temps interne est tres petite par rapport 

a la constante de temps de surface. 
Soit un mur homogene d’epaisseur e’ avec 

conductances surfaciques h; et h:, sur les faces; compte 
tenu de la matrice caracteristique blementaire definie en 
(6), les valeurs propres pk sont les racines de (7) qui 
s’ecrit : 

Bi, 
( 

sin pk 
cos pk + Bi, ~ 

> 
= ~ksin~k-Bi, cospk (11) 

pk 

relation dans laquelle Bi, et Bi, sont les nombres de 
Biot relatifs B hi et hk car ici B’ = Ja’b’/e’ et, par 
exemple, h;//Y = Bi,. 

4. CAS D’UNE PLAQUE MINCE 

HOMOGENE 

11 a ete dit precedemment que le nombre de Biot tend 
vers zero lorsque, la constante de temps interne restant 

constante, la conductance surfacique h’ tend vers zero. 
Mais, l’analyse n’est pas aussi simple lorsque l’epaisseur 
du mur tend vers zero : il est habitue1 en effet de dire que 

le nombre de Biot tend vers zero parce que la resistance 
interne (e’/X) devient extremement faible, h’ restant 
constant. Le probleme est alors traiti en admettant que 
1arCsistanceinterneestnkgligeableetquelephCnomene 
est uniquement regit par la capacite thermique de la 
plaque. Cette approche est trb restrictive car elle ne 
s’applique qu’aux matiriaux posstdant une effusivite 

b’ infiniment grande. 
Dans la realite, les metaux ont une forte effusivite, 

mais celle-ci reste finie et en toute rigueur pour un 
materiau reel il n’est pas logique que R’ tende seul vers 
zero : C’ aussi, puisque b’ = J(c’IR’). 

On va done reprendre l’analyse en admettant que la 
plaque mince peut etre modelisee par un quadripole en 
t comportant une resistance R/2 de part et d’autre de 

la capacite c’. Recherchant une solution de tempkra- 
ture variant exponentiellement en fonction du temps 
exp (-p’t) avec t = a‘t’/e’2, la matrice caracteristique 
de la plaque est : 

avec R’ = e//l’ et, entre les deux faces de la plaque 

La condition (7) conduit a la valeur unique de p2, soit 
si hi et hk sont les conductances sur les deux faces : 

R’( h; + h:) + h; h;R” 

n2 = 1 +(R’/2)(h; +h”)+h;h;(R”/4)’ 

En introduisant les nombre de Biot construits sur 
hi ou h:, et (Z/e’), on obtient : 

Bi, + Bi, + Bi, Bi, 

n2 = 1+(Bi,+Bi2)/2+(Bi, B&/4). (13) 

Pour illustration, considerons le cas de la plaque 
mince qui, initialement a la temperature uniforme To 
est brusquement soumise sur la premiere face a la 
temperature T; m a travers la conductance surfacique 
h;, l’autre face Ctant en contact avecl’ambiance a Tb, a 
travers hb. La variation de temperature est donne par : 

T’(x, t) - T; m 

r;,-Tk, 

xe -P+_K) ( ‘> ;+eX 
1 J, 

en posant x = xl/e’ (0 < x < 1) 

avec p2 don& par (13). 
L’approximation dune resistance thermique interne 

nulle conduirait a une autre valeur de p2, soit p2 = 
Bi, +Bi,, et a une temperature uniforme dans la 
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plaque. Mais ceci ne repose pas sur une base logique 
puisque C’ tend vers zero en meme temps que R’, 
leur rapport restant constant pour un materiau donne. 

5. PROPRIETES DA LA METHODE 

DE FOURIER GENERALISEE 

L’idee au centre de la note [l] est de transposer le 
probleme de la conduction dans le mur composite reel 

en remplacant celui-ci par un mur fictif dont toutes les 
tranches auraient la m2me diffusivite, celle de la 
premiere tranche a’, (choisie arbitrairement). 
Moyennant quoi on d&nit un temps reduit unique t, 
commun a toutes les tranches, et l’equation de la 
chaleur (1) s’ecrit partout 

t3T; _ d2T; 

Rr - ax? 

g condition de transposer les abscisses reelles xi en .?i, 
done les tpaisseurs ei en 

6 = (a;/a;)‘i*cf 

c’est-a-dire dans la proportion inverse de la racine 
carree des diffusivites, ce qui revient a conserver 
inchangee la constante de temps interne de la tranche i. 

On peut verifier que la tranche fictive possede une 
conductivite transposee 

z = (a;/a;)l’zI; 

mais que l’effusivite demeure inchangee car 

Ainsi le probleme transpose concerne un mur dont les 
tranches auraient toutes la meme diffusivite, des 
conductivites differentes mais qui garderaient in- 
changees leurs resistances et capacites thermiques 
respectives, done les con&antes de temps internes et 
superficielles. 

6. CAS D’UN MUR COMPOSITE AVEC DES 

TRANCHES AYANT DES RESISTANCES ET DES 

CAPACITES EGALES 

Considerons un mur qui possederait n tranches 

ayant toutes des resistances et des capacites &gales mais 
qui ne seraient pas faites du m&me materiau. Cette 
hypothese se traduit par les groupements RIG; et R;/C$ 
indipendants de la tranche i consideree. D’apres (10) 
toutes les tranches ont m&me effusivite b’ et m&me 
constante de temps interne; dans chaque tranche, 
l’tpaisseur ei est proportionnelle a Jai ou, ce qui 
revient au meme, a Ai. 

II resulte des definitions de ei et de pf que ei = 
(R;C’,/R;C;)“2 est partout igal a I’unite et que /?I = 
b’/(R; 17’~)“~ est constant et egal a la valeur corres- 
pondant a la premiere tranche prise pour reference; 
ainsi 

/$ = n;le; = p’. 

Dans ces conditions, toutes les tranches ont m&me 

matrice caracteristique 

CrI!+I =[ ;o;;in ilk 

et la matrice caracteristique du mur compose de n 
tranches, definie par (6) est tous calculs faits : 

i 

cos (npJ sin (wk) - ~ 
CG,,l = F!-h 

Fh sin (WA cos (T-4 1 
La condition transcendante (7) a partir de laquelle 

sont calculees les valeurs propres pk, s’ecrit : 

i 

, sin (~4 
h:, cosbwk)+~l plpk 

1 

= /YpLt sin (npk) - h; cos (npJ. 

Posons uk = npk 

l/H’ = n(e,/l,) = E(e,/A,) 

h, = h;/H et h, = hb/H’. 

L’bquation (12) devient : 

h” cosu,+h,~ ( > = uk sin u,-h, cos uk. (14) 

Comparons (11) pour un mur homogene et (14) pour 

le mur composite comme defini ici, les deux murs ayant 
meme capacite globale, m&me conductance interne 
globale H’ et m&mes conductances surfaciques h; et hk : 
pour le mur composite les valeurs propres seront n fois 
plus petites que celles du mur homogene. 

Par exemple, prenons le cas de conductances sur- 

faciques infinies, done Bi, et Bi, infinis (temperatures 
impostes sur les faces) ; on sait que ceci se traduit par : 

cos pLk = 0 soit pLk = (2k+ l)n/2 

pour le mur homogene. On aura done pour le mm 
composite a n tranches 

cos (npJ = 0 soit pk = (2k+ l)n/2n. 

Le rtsultat n’est singulier qu’en apparence car, pour 
le mur composite, le temps reduit est construit sur la 

constante de temps interne de la premiere tranche. Pour 
le mur homogene, le temps reel est evidemment 
rapporti: a la constante de temps du mur entier. On 
peut verifier que les solutions pour le mur homogbne et 
pour ce mur composite particulier ont le m&me terme 
exponentiel d’ordre k. 

7. CHOIX LOGIQUE DE LA MISE 

SOUS FORME ADIMENSIONNELLE 

I1 ressort du paragraphe precedent qu’il existe une 
facon rationnelle de construire les groupements 
adimensionnels, laquelle n’a pas Cte celle proposte 
antirieurement; dans [Z], on comptait la resistance 
globale du mur composite en additionnant toutes les 
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r&stances internes des tranches et celles surfaciques. 
On constate qu’il ne faut additioner que les rksistances 

internes 

et rkduire /3f en prenant pour groupement adimen- 
sionnel 

pi = (a;/af)“‘&/(e;H’). 

Si Qi est la tempkrature rkduite en rapportant Tj A une 
tempkrature de rkfkrence, et Qi = -fli(a@/i?xi) le flux 
rCduit 

avec la matrice caractkistique adimensionnelle 

COS (Pkej) 
@kej) sin 

pkfij 

1 

(15b) 

cos @kej) 

les pk Ctant les racines de 

hn(‘tnk-hl)lnk) = cnk-hlXnk U64 

en posant 

h, = h;/H’ et h, = hb/H’. (16b) 

Les Cquations du probkme physique ttant 
dimensionnellement homogknes, on peut les rendre 
adimensionnelles en choisissant une base quelconque 
de rkduction, sans que la solution ne soit modifike. 
NCanmoins, la rkduction (15) et (16), qui a &tC poke 
dans [3,4], a l’avantage d’une prksentation rationnelle. 

Signalons enfin que dans la comparaison de (16a) 
pour le mur composite, et (11) pour le mur homogkne, il 
n’y a pas identitk entre h, et Bi, comme entre h, et Bi,, si 
l’on donne aux nombres de Biot la signification like aux 
constantes de temps (Section 3). 

8. CONCLUSION 

La rksolution analytique de la conduction thermique 
dans les murs composites, par la gCnCralisation de la 
mtthode de Fourier, a orienti: vers une nouvelle 
signification du nombre de Biot et de l’effusivitt 
thermique pour un mur homogkne : le nombre de Biot 

apparait comme la racine carrCe du rapport de deux 
constantes de temps. La constante de temps A la surface 

fait intervenir la conductance surfacique externe et 

l’effusivitk. Cette dernikre est le groupement J(Vp’c’) 
caractkristique du matkriau; on peut aussi l’exprimer 
comme la racine carrke du rapport de la capaciti 
thermique du mur homogke A la rtsistance thermique. 

11 rCsulte de ces considkrations que lorsque 

l’tpaisseur d’un mur homogkne tend vers z&o, le 

nombre de Biot tend aussi vers z&o, alors que reste 
constant le rapport de la capacitk B la rksistance. Par 
consbquent, il n’est pas pertinent, contrairement A ce 
qui est couramment dit, de supposer que la rksistance 
devient rkgligeable et que la capaciti: joue un rble 
prkpondkrant. On a montrt comment opker le passage 
B la limite pour respecter ce qu’impose l’effusivitk. 

Dans sa premiere prtsentation, la mkthode de 

r&solution dans un mur composite apparaissait comme 
un artifice bask sur le jeu d’un changement de variables. 

On montre ici que le mur r&e1 est remplacb par un mur 
fictif dont toutes les tranches ont mZme diffusivitk mais 

de telle sorte que les tranches deux A deux homologues, 
entre mur rkel et mur fictif, aient des rtsistances et des 
capacitks thermiques kgales. Ce caractkre original a 
suggCr& une adaptation de la mkthode au cas des 
enveloppes cylindriques ou sphkriques, adaptation en 
tours d’exploitation. 

Didicace-Ce texte est presenti en hommage $ Sir Owen 
Saunders g l’occasion de son quatre-vingtikme anniversaire, 
en associant la m&moire du Professeur Gustave Ribaud (1884 
1963), Membre de 1’Institut de France, qui fut son 
collaborateur $ Ijmuiden. 

REFERENCES 

1. J. Gosse, Sur laconduction thermique variabledans un mur 
composite d propriCt& constantes, C.R. Acad. Sci. Paris 
B286,303-306 (1978). 

2. P. Duhamel et J. Gosse, Analyse thermique d’un mur 
composite soumis sur une face g une variation en crtneaux 
de la tempkrature, Int. J. Heat Mass Transfer 12, 1663- 
1671 (1980). 

3. M. Bouzidi, Thkse de 3kme cycle, Univ. Paris VI, Juin 
(1981). 

4. M. Bouzidi and P. Duhamel, Study of the transient heat 
conduction regime in the composite wall ofan anode firing 
furnace, 7th Heat Transfer Conf., Vol. 6,pp. 355-360(1982). 

5. M. Ozisik, Heat Conduction. Wiley, New York (1980). 
6. M. Mikhailov, M. Ozisik and N. Vulchanov, Diffusion in 

composite layers with automatic solution of the eigenvalue 
problem, Int. J. Heat Mass Transfer26, 1131-I 141 (1983). 

ON AN ANALYTICAL METHOD FOR THE HEAT CONDUCTION IN COMPOSITE WALLS 

Abstract-An analytical method which extends the Fourier separated variables method to the heat 
conduction in composite walls has been previously used. Seeking an explanation based on physical concepts, 
this paper gives a new meaning to the Biot number as the square root of the ratio of two time constants. The 

character of the heat absorption coefficient, J&c), is emphasized. 
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EINE ANALYTISCHE METHODE ZUR LOSUNG DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG 
IN GESCHICHTETEN WANDEN 

Zusammenfassung-Eine analytische Methode, weiche das Verfahren der Trennung der Variablen von 
Fourier ftir die Anwendung aufgeschichtete Wlndeerweitert, wurde bereits in einer friiheren Veroffentlichung 
beschrieben. In der vorliegenden Arbeit wurde auf der Suche nach einer physikalischen Begriindung eine 
neue Deutung der Biot-Zahl als der Quadratwurzel aus dem Verhlltnis zweier Zeitkonstanten gegeben und 

die Rolle der Warmeeindringzahl J(Rpc), erlautert. 

OB AHAJIHTWYECKOM METOAE OI’IPEAEJIEHkDI BEJIMYMHbI TEHJIOBOFO 
IIOTOKA, IIEPEAABAEMOFO TEIIJIOIIPOBO~HOCTbIG B CTEHKAX M3 

KOMI’I03MTHbIX MATEPMAJIOB 

AIIHOT~~~S--&ER ~CC~CXOBaHn~ ~e~&PEi Tenna Ten~OnpOBOAHOCTb~ B CTeHKaX 113 KOMIIO3UTHbIX 

MaTep~anoa paxeeBcnonb3osancratranHTHrecKuiiMeToApa3neneHennepeMeeHaIx~ypbe. Bpeaynb-rare 
nomxa ~~3w'lec~oro o6arcxenuR nponecca B natmoii pafiore 6bmo Haiinefio HOBOe Onpeite,w?HHe Yficna 

6eO KaK KOPHR KBanpaTHOrO H3 OTHOllleHRS nByX BpeMeHHbIX IIOCTOIIHHbIX. OTMeYeHa POJib X03$- 

@wieHTa v'(hpc). 


