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Résumé—On a présenté et exploité antérieurement une méthode analytique qui généralise la méthode de

Fourier par séparation des variables, dans le cas des murs composites. Recherchant une explication a partir de

concepts physiques, on fait apparaitre une signification nouvelle du nombre de Biot, en régime variable,

comme la racine carrée du rapport de deux constar:t/es de temps, et on éclaire le role de Veffusivité thermique,
{Apc).

1. INTRODUCTION

LA METHODE classique des variables séparées applicable
aucasdelaconduction thermique variable dans un mur
homogéne peut étre aisément généralisée 4 un mur
composé de plusieurs couches a propriétés thermo-
physiques constantes [1]. Elle a €té appliquée au cas
des parois composites des fours intermittents [2] et au
cas des fours de cuisson d’anodes en graphite [3, 4].

L’avantage de P'approche décrite dans les publi-
cations précitées est de réduire la part du traitement
numeérique par ordinateur a la seule recherche des
valeurs propres, le reste de la solution étant purement
analytique. Un autre avantage est l'utilisation de la
matrice caractéristique 2 x 2 de chaque tranche, de telle
sorte que la matrice caractéristique du mur composite
reste de dimension 2 x 2 quel que soit le nombre de
tranches. Contrairement & [5, 6], pour le calcul des
valeurs propres, la dimension de la matrice ne croit pas
lorsque le nombre de tranches augmente. Par contre, la
méthode de séparation des variables ne peut
représenter correctement le phénomeéne de conduction
a un instant proche du déclanchement du régime
variable sans recourir 4 un nombre élevé de valeurs
propres. Mais il faut convenir qu'iln’y a pas de méthode
sans sujétion particuliére et qu’ici P'ordinateur n’a
aucune peine a calculer plusieurs centaines de valeurs
propres, §'il le faut, prés de I'instant initial.

Aprés un bref rappel de la méthode, il sera montré
que le nombre de Biot posséde une signification autre
que celle qui lui est assignée usuellement. On montre
alors que pour un mur unique homogéne, il n’est pas
justifié d’admettre que la résistance thermique puisse
étre supposée nulle lorsque la capacité thermique reste
finie. Ce nouvel éclairage permet de donner une
interprétation physique de la procédure suivie dans le
cas d’un mur composite et on propose une mise sous
forme adimensionnelle logique de I'’équation de base et
donc des matrices caractéristiques des tranches. Dans
ce texte, on voit le rdle particulier que joue Peffusivité
thermique b’ du matériau de chaque tranche, 3 coté
de la diffusivité a'.

2. RAPPEL DE LA METHODE DE FOURIER
GENERALISEE

Dans un mur compos¢ de n tranches contigués (Fig.
1) chaque tranche est caractérisée par les grandeurs
suivantes: épaisseur e;, masse volumique pj, con-
ductivite 4; et capacité massique ¢;. Les conductances
surfaciques des faces extrémes sont k) sur la premiére
face et h, sur lautre.
L’équation indéfinie de la chaleur dans la tranche i
s’écrit:
oTy 8T
o YoxE

(1)

Ne détaillons pas ce qui a déja été écrit en [1-3].
Rappelons que la condition initiale est donnée:
Tix;,0) = T{(x}). D’autre part les conditions aux
interfaces sont I'égalité des températures et celle des
flux.

La température dans la tranche i est recherchée sous
la forme:

a

Tixst) = Y, Tilx;1) @
k=1

avec, en variables réduites x; et ¢

Ty (x1) = €™ *& [A} c0s (1,x;) + By sin (x)]. 3

FiG. 1.
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NOMENCLATURE
a; diffusivité thermique de la tranche i Symboles grecs
By coefficients de développement sur une B groupement dimensionné, équation
base de fonctions propres, équation {3) 4), \Ja\b/e,
b; effusivité du matériau de la tranche i, B groupement adimensionnel, §;/H’
JXcipl) = b; e Cx  €léments dimensionnés du produit,
b effusivité du matériau de la tranche limité a i, des matrices
transposée i caractéristiques des tranches
Bi nombre de Biot 9, température réduite
& chaleur massique de la tranche i A conductivité thermique de la
C; capacité thermique de la tranche i, tranche i
picie; 7 conductivité thermique de la tranche
e épaisseur de la tranche i i équivalente, (a}/a})*/24;
é; épaisseur transposée de la tranche i e valeur propre (sans dimension)
équivalente, (a’/a)! %e; 0} masse volumique de la tranche i
My conductances surfaciques sur les faces 7, constante de temps interne, ¢'2/a’
extrémes Te constante de temps a la surface,
H conductance interne du mur (H/ny
composite, 1/X (&}/4}) D; densité de flux dans la tranche i,
R; résistance thermique de la tranche i, équation (4)
eif D, densité de flux réduite, — B(00,;/dx,)
t,t temps réel et temps réduit, ¢ = a}t'/e} Yo &x léments adimensionnels du produit,
Ti{x,, ') température au point x} de la tranche limité a i, des matrices
i, a Vinstant ' caractéristiques des tranches.
‘o1 Tow  températures ambiante loin des
faces extrémes Indices
X; abscisse dans la tranche i i relatif a une tranche
X; abscisse réduite, x;/é;. k relatif 4 la valeur propre de rang k.

Les Aj, et By, doivent vérifier la condition initiale.
Le flux thermique associé est évidemment :

Qip(x;, 1) = i e % [Ajsin (uex)— By cos (mx,)].
4)

Les conditions de raccordement aux interfaces
conduisent a:

Tilent , (0,8
[ lk( )} _ [Fs‘k][ }k( ] )
Pilen 1) %0, 1)
avec
. So M
[Fi,k] = |: ,k . "
G 2w
sin (e;)
1| cos{ue;) —
=TI Uaes b ©)
l B sin (pye;d cos (1))
Le respect des conditions aux limites exige
PG = Hi) = G My Yo Y]

Cette relation (7) permet de calculer, par utilisation
de Pordinateur, la suite des valeurs propres p,. Mis &
part cette séquence, la methode de résolution est
entiérement analytique comme dans le cas d'un mur
unique homogéne.

11 faut noter que dans (6), on ne considére quun mur
composé de n tranches: la matrice caractéristique du
mur est le produit des matrices caractéristiques des
tranches, Mais il n’y a aucune difficulté pour tenir
compte d’une résistance de contact R'(m? K W™ !y aux
interfaces en introduisant, au bon endroit, la matrice

— R’
e = B 1]. ®

Par contre, la méthode n’est pas compatible avec
Pintroduction d’une tranche dont la résistance
thermique serait nulle mais a capacité thermique finie.
Il sera montré qu'une telle hypothése conduit a
supposer que le matériau constitutif de la tranche
posséderait une effusivité thermique infinie et qu’elle
n'est pas réaliste. La justification est facilitée par une
nouvelle interprétation du nombre de Biot.

3. SIGNIFICATION NOUVELLE DU
NOMBRE DE BIOT

La propagation dans une ligne électrique sans self, a
capacité et résistance uniformément réparties, est
conditionnée par deux groupements particuliers R'C’et
R'/C’. En exploitant I'analogie entre conduction
électrique et conduction thermique, on peut dire qu’il
en est de méme dans le cas d’un mur homogéne pour
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lequel R’ = ¢'/i' est la résistance thermique et C’
=p'c’e est la capacité thermique, toutes deux
rapportées a 'unité de surface de mur (m?).

Or on constate que

RC =¢?ad et R/C =1/b% (10)

Le premier groupement n’est autre que la constante
de temps sur laquelle est construit le temps réduit
(appelé encore nombre de Fourier). Il n’y a rien de
nouveau sur ce point. D’autre part—et ceci est inédit—
Peffusivité thermique apparait comme la racine carrée du
rapport de la capacité a la résistance thermique du mur
homogéne :

b = J(C/R).
Dire quun mur posséde une grande effusivité
thermique c’est dire que le rapport de la capacité a la
résistance est €levé.

A partir de cette remarque il est possible, prenant
comme variables caractéristiques du matériau la
diffusivité a’ et l'effusivité ', de faire apparaitre une
autre signification du nombre de Biot, dansle cas de la
conduction en régime variable :

Bi = WA = (¢ Ja)/(b'/K).

Ainsi le nombre de Biot est la racine carrée de deux
constantes de temps

Bi = |/(z/t)

out, = ¢'%/d estlaconstante de temps interne classique
et ou t, = (b'/h')? est une constante de temps qui
caractérise le phénoméne thermique a la surface du
mur. Cette constante de temps 7, est grande si la
conductance A’ est faible par rapport a leffusivité du
matériau, propriété qui est, rappelons le, indépendante
de I’épaisseur du mur. La température imposée sur une
face (k' infiniment grand) est interprétable par la
constante de temps 7, nulle.

Selon I'image classique de la conduction en régime
permanent, Bi trés petit signifie que la conductance
surfacique est trés faible par rapport a la conductance
interne. Cela signifie aussi en conduction variable, que
la constante de temps interne est trés petite par rapport
a la constante de temps de surface.

Soit un mur homogeéne d’épaisseur ¢ avec
conductances surfaciques i} et I, sur les faces ; compte
tenu de la matrice caractéristique élémentaire définie en
(6), les valeurs propres p, sont les racines de (7) qui
s’écrit :

sin

Bi,,(cos .+ Biy uk) = . sin uy— Bi, cos p,  (11)

M
relation dans laquelle Bi, et Bi, sont les nombres de
Biot relatifs a h} et h, car ici f' = \/a'b'/e' et, par
exemple, h}/f' = Bi,.

4. CAS D'UNE PLAQUE MINCE
HOMOGENE

I1a été dit préecédemment que le nombre de Biot tend
vers zéro lorsque, la constante de temps interne restant
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constante, la conductance surfacique 4’ tend vers zéro.
Mais, I'analyse n’est pas aussi simple lorsque I'épaisseur
dumur tend vers zéro : il est habituel en effet de dire que
le nombre de Biot tend vers zéro parce que la résistance
interne (¢’/4) devient extrémement faible, i’ restant
constant. Le probléme est alors traité en admettant que
larésistance interne est négligeableet quele phénoméne
est uniquement régit par la capacité thermique de la
plaque. Cette approche est trés restrictive car elle ne
s’applique qu’aux matériaux possédant une effusivité
b infiniment grande.

Dans la réalité, les métaux ont une forte effusivité,
mais celle-ci reste finie et en toute rigueur pour un
matériau réel il n’est pas logique que R’ tende seul vers
zéro: C' aussi, puisque &’ = /(C'/R).

On va donc reprendre I'analyse en admettant que la
plaque mince peut étre modélisée par un quadripole en
t comportant une résistance R'/2 de part et d’autre de
la capacité¢ C'. Recherchant une solution de tempéra-
ture variant exponentiellement en fonction du temps
exp(—u’t) avec t = a't'/e’?, la matrice caractéristique
de la plaque est:

1-w?2) —-R1 —(#2/4)]]
- 12
0] [uZ/R’ 1-@?*/2) 2

avec R’ = €'/1’ et, entre les deux faces de la plaque

T'(¢,t) T'(0,1)
! - [,y:l 7 ‘
#'(e,1) ¢'(0,1)
La condition (7) conduit 4 la valeur unique de 2, soit
si h} et h, sont les conductances sur les deux faces:

- R +h)+hKR?
T LH(R2) (W, + )+ W H(R?/4)
En introduisant les nombre de Biot construits sur
h} ou h, et (A'/¢'), on obtient:
. Bi, + Bi,+ Bi, Bi,
" 1+(Bi, + Biy)/2+(Bi, Bi,/4)"

I (13)

Pour illustration, considérons le cas de la plaque
mince qui, initialement a la température uniforme T,
est brusquement soumise sur la premiére face a la
température T4, a travers la conductance surfacique
hy,lautre face étant en contact avec ’'ambiancea T, 4
travers h,. La variation de température est donné par:

Tx0-Tiw [ To—Tia 1 ¢
= K|—+=
R g

o (
loo—Tnao

"t 4
lao_Tnoo

en posant x = x'/¢’
11,1 e
K ® i
avec u? donné par (13).
L’approximation d’une résistance thermique interne

nulle conduirait a4 une autre valeur de p?, soit yu? =
Bi, + Bi,, et a une température uniforme dans la
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plaque. Mais ceci ne repose pas sur une base logique
puisque C’ tend vers zéro en méme temps que R/,
leur rapport restant constant pour un matériau donné.

5. PROPRIETES DA LA METHODE
DE FOURIER GENERALISEE

L’idée au centre de la note [1] est de transposer le
probléme de la conduction dans le mur composite réel
en remplagant celui-ci par un mur fictif dont toutes les
tranches auraient la méme diffusivité, celle de la
premiére tranche a); (choisie arbitrairement).
Moyennant quoi on définit un temps réduit unique ¢,
commun a toutes les tranches, et I'équation de la
chaleur (1) s’écrit partout

aT; _ O*T;
o ox?

a condition de transposer les abscisses réelles xj en X,
donc les épaisseurs e en

& = (ay/ap) e}

c’est-a-dire dans la proportion inverse de la racine
carrée des diffusivités, ce qui revient a conserver
inchangée la constante de temps interne de la tranche i.

On peut vérifier que la tranche fictive posséde une
conductivité transposée

T = (@)/a)' 2
mais que l'effusivité demeure inchangée car
B, =Ty a, = b;.

Ainsi le probléme transposé concerne un mur dont les
tranches auraient toutes la méme diffusivité, des
conductivités différentes mais qui garderaient in-
changées leurs résistances et capacités thermiques
respectives, donc les constantes de temps internes et
superficielles.

6. CAS D'UN MUR COMPOSITE AVEC DES
TRANCHES AYANT DES RESISTANCES ET DES
CAPACITES EGALES

Considérons un mur qui posséderait n tranches
ayant toutes des résistances et des capacités égales mais
qui ne seraient pas faites du méme matériau. Cette
hypothése se traduit par les groupements R;C; et R}/C;
indépendants de la tranche i considérée. D’apres (10)
toutes les tranches ont méme effusivité b’ et méme

constante de temps interne; dans chaque tranche,

Pépaisseur ¢} est proportionnelle a \/a; ou, ce qui
revient au méme, a 4.

Il résulte des définitions de e; et de f§; que e; =
(R.C}/R,C)"/? est partout égal a lunité et que f; =
b /(R,C})*? est constant et égal a la valeur corres-
pondant a la premiére tranche prise pour référence;
ainsi

pi=2i/ev =B

Dans ces conditions, toutes les tranches ont méme

J. GossE

matrice caractéristique

sin
, cos u, —
[vi] = B
B sin gy, COS 4

et la matrice caractéristique du mur composé de n
tranches, définie par (6), est tous calculs faits:

cos (nu,) - M
[ =] B
B e sin (np) cos (nuy)

La condition transcendante (7) & partir de laquelle
sont calculées les valeurs propres g, s’écrit:

sin (nuk)}
B
= B’y sin (n) — hy cos (npy).

h, [cos (np) +hy

Posons u, = ny,
1/H' = nle /A,) = Z(e;/4,)
h,=h/H et h,=h/H.
L’équation (12) devient :

sin

h,,(cos U+ hy >= u, sin u, —h, cos u,. (14)

Uy

Comparons (11) pour un mur homogéne et (14) pour
le mur composite comme défini ici, les deux murs ayant
méme capacité globale, méme conductance interne
globale H' et mémes conductances surfaciques /) et k;,:
pour le mur composite les valeurs propres seront »n fois
plus petites que celles du mur homogene.

Par exemple, prenons le cas de conductances sur-
faciques infinies, donc Bi, et Bi, infinis (températures
imposées sur les faces); on sait que ceci se traduit par:

py = k+ /2

pour le mur homogéne. On aura donc pour le mur
composite a n tranches

cos y, =0 soit

cos (nu) =0 soit u, = (2k+ )n/2n.

Le résultat n’est singulier qu’en apparence car, pour
le mur composite, le temps réduit est construit sur la
constante de tempsinterne de la premiére tranche. Pour
le mur -homogéne, le temps réel est évidemment
rapporté 4 la constante de temps du mur entier. On
peut vérifier que les solutions pour le mur homogene et
pour ce mur composite particulier ont le méme terme
exponentiel d’ordre k.

7. CHOIX LOGIQUE DE LA MISE
SOUS FORME ADIMENSIONNELLE

Il ressort du paragraphe précédent qu’il existe une
fagon rationnelle de construire les groupements
adimensionnels, laquelle n’a pas été celle proposee
antérieurement ; dans [2], on comptait la résistance
globale du mur composite en additionnant toutes les
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résistances internes des tranches et celles surfaciques.
On constate qu'il ne faut additioner que les résistances
internes

I/H' = Z(ei/2)

et réduire f; en prenant pour groupement adimen-
sionnel

B: = (ay/a) X /(e  H).

Si @, est la température réduite en rapportant T; a une
température de référence, et ®; = — f,(00/0x;) le flux

réduit
Q,.(e,t 0,.00,¢
I: wle; )] _ [Fi,k]|: 1 ):l (15a)
@, le; 1) ®,,(0,9)
avec la matrice caractéristique adimensionnelle
[T,] = l:éik Uik]
G Xae
sin (ue;)
L | cos (ue;) _—
=11 o wh; | (15b)
a e Bjsin (pe;) cos (uce;)
les p, étant les racines de
Bl &= P 1ti) = Lo~ 1 e (16a)
en posant
h,=h\/H et h,=h/H. (16b)
Les équations du probléme physique étant

dimensionnellement homogénes, on peut les rendre
adimensionnelles en choisissant une base quelconque
de réduction, sans que la solution ne soit modifiée.
Néanmoins, la réduction (15) et (16), qui a été posée
dans [3, 4], a’'avantage d’'une présentation rationnelle.

Signalons enfin que dans la comparaison de (16a)
pour le mur composite, et (11) pour le mur homogéne, il
n’y a pasidentitéentre h; et Bi; comme entre h, et Bi,, si
I’on donne aux nombres de Biot la signification liée aux
constantes de temps (Section 3).

8. CONCLUSION

Larésolution analytique de la conduction thermique
dans les murs composites, par la généralisation de la
méthode de Fourier, a orienté vers une nouvelle
signification du nombre de Biot et de leffusivité
thermique pour un mur homogéne : le nombre de Biot
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apparait comme la racine carrée du rapport de deux
constantes de temps. La constante de temps a la surface
fait intervenir la conductance surfacique externe et
Peffusivité. Cette derniére est le groupement /(1'p'c’)
caractéristique du matériau; on peut aussi 'exprimer
comme la racine carrée du rapport de la capacité
thermique du mur homogeéne a la résistance thermique.

Il résulte de ces considérations que lorsque
I’épaisseur d’'un mur homogéne tend vers zéro, le
nombre de Biot tend aussi vers zéro, alors que reste
constant le rapport de la capacité a la résistance. Par
conséquent, il n’est pas pertinent, contrairement a ce
qui est couramment dit, de supposer que la résistance
devient négligeable et que la capacité joue un role
prépondérant. On a montré comment opérer le passage
a la limite pour respecter ce qu'impose effusivité.

Dans sa premicre présentation, la méthode de
résolution dans un mur composite apparaissait comme
un artifice basé sur le jeu d’un changement de variables.
On montre ici que le mur réel est remplacé par un mur
fictif dont toutes les tranches ont méme diffusivité mais
de telle sorte que les tranches deux a deux homologues,
entre mur réel et mur fictif, aient des résistances et des
capacités thermiques égales. Ce caractére original a
suggéré une adaptation de la méthode au cas des
enveloppes cylindriques ou sphériques, adaptation en
cours d’exploitation.

Dédicace—Ce texte est présenté en hommage a4 Sir Owen
Saunders a 'occasion de son quatre-vingtiéme anniversaire,
en associant lamémoire du Professeur Gustave Ribaud (1884
1963), Membre de IlInstitut de France, qui fut son
collaborateur 4 Ijmuiden.
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w

ON AN ANALYTICAL METHOD FOR THE HEAT CONDUCTION IN COMPOSITE WALLS

Abstract—An analytical method which extends the Fourier separated variables method to the heat

conduction in composite walls has been previously used. Seeking an explanation based on physical concepts,

this paper gives a new meaning to the Biot number as the square root of the ratio of two time constants. The
character of the heat absorption coefficient, \/ (Apc), is emphasized.
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EINE ANALYTISCHE METHODE ZUR LOSUNG DER WARMELEITUNGSGLEICHUNG
IN GESCHICHTETEN WANDEN

Zusammenfassung —Eine analytische Methode, welche das Verfahren der Trennung der Variablen von

Fourier fiir die Anwendung auf geschichtete Winde erweitert, wurde bereitsin einer frilheren Verdffentlichung

beschrieben. In der vorliegenden Arbeit wurde auf der Suche nach einer physikalischen Begriindung eine

neue Deutung der Biot-Zahl als der Quadratwurzel aus dem Verhdltnis zweier Zeitkonstanten gegeben und
die Rotle der Wirmeeindringzah! \/(Apc), erlautert.

Ob AHAJTMTUYECKOM METOJE OMNPEAEJEHUS BEJIWYWHBI TEIJIOBOIO
IMOTOKA, MEPEJJABAEMOI'O TEIJIONPOBOJHOCTBK) B CTEHKAX M3
KOMNO3UTHBIX MATEPHAJIOB

Annoramus—JUif MCCNCNOBAHUS NEPEJauy TENa TENJONPOBOJHOCTHIO B CTEHKAX M3 KOMIIOIUTHBIX

MATEPHA 0B PAHEE HCTIObIOBANCA AHATHTHYECKHI METO pa3fieeHia nepeMennnix Gypee. B pesyibrare

ROHCKa PH3HYECKOro o6 BACHERKS Ipoliecca B JaHHOR paboTe ObLIC HalAEHO HOBOE ONpPENE/ICHUE MHCAA

BHO Kakx KOPHA KBAAPATHOTO M3 OTHOLIEHMA [BYX BPEMEHHBIX NMOCTOSHHBIX. OTMeuweHa posib K03¢-
duumenTa \/(Apc).



